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1. feladat

Mok Tohotém pingpongozni ment két testvérével, Almossal és Elgddel. Az elsé meccset Almos jatszotta Elsd
ellen, a kovetkezs jatékokban pedig mindig az elézd vesztes pihent. Végiil Almos 8, Elgd 17, To6hétom pedig
13 meccset nyert. Hanyszor jatszott egymaéssal Tohotom és Almos?

Végeredmény
10

Megoldas

1. Minden lejatszott meccset pontosan egy jatékos nyert meg, tehat harmuk gy6zelmeinek az egyiittes
szama megegyezik a meccsek szdmaval = 8 4+ 17 4+ 13 = 38 meccset jatszottak.

2. T6hotom és Almos pontosan azokon a meccseken jatszott egymassal, amelyek alatt El6d pihent.

3. A lejatszott 38 meccs alatt El6d szemszogébdl végig harom fazis ismétlédik (ebben a sorrendben, a jaték
elején az (a)-val kezd6dGen):
(a) valahany (esetleg 0) egymast kovets gyGzelem,
(b) 1 vereség,
(¢) 1 piheng.
Tudjuk, hogy El&d Gsszesen 17 alkalommal nyert. Ha ezeket a meccseket egyaltalan nem vessziik figye-

lembe, akkor a maradék 21 meccs alatt a (b) és (c) fazisok valtjak egymast, (b)-vel induloan. Tehat El6d
11 alkalommal veszit, 10 meccsen keresztiil pedig pihen.

4. Tehat Tohotom és Almos 6sszesen 10-szer jatszott egymas ellen.
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2. feladat

A Picur Edességgyar egyik kedvelt terméke a Barackocka. Ez gy késziil, hogy egy darab aszalt barackot kocka
formajira vagnak, majd minden lapjara kiilonbz6 bevono keriil. Igy mindegyik kockanak van egy fehércsokis,
egy tejcsokis, egy étesokis, egy keserii csokis, egy kakaos és egy kavés lapja. Egy gyéarlatogatas soran Gomboc
Artar zsebre vagott néhany Barackockat, hogy otthon megegye Sket. Sajnos ezek a kockak (teljes lapfeliilettel)
Osszeragadtak a zsebében. Mivel Artar nem birt varni, igy hazafele uton lenyalta a bevonot a zsebében 1évé
Osszeragadt test feliiletérsl. Legalabb hany Barackockat vagott zsebre Gomboc Artir, ha ugyanannyi tejcsokit
nyalt le, mint amennyi étcsokit, fehércsokit és kesert csokit Gsszesen?

Végeredmény
4

Megoldas

1. Egy kocka esetén a feladatban leirt csokoladéfogyasztas nem toérténhet meg, hiszen akkor egy lapnyi
tejcsokit, és Osszesen harom lapnyi ét-, fehér- és keserti csokoladét nyalt volna le.

2. Két kocka esetén az Osszeragadas kévetkeztében az Gsszes lap koziil 2 nem latszik. Ekkor a test feliiletén
a tejcsokis lapok szama legfeljebb 2, az ét-, fehér- és keserti csokolddés lapok szama Osszesen legalabb
2.3 — 2 = 4, hiszen az Osszes ilyen izt lap koziil legfeljebb 2 nem keriilt a felszinre. Igy a feladatban
leirt csokoladéfogyasztas két kocka esetén nem fordulhatott els, mert biztosan kevesebb tejcsokit nyalt
le, mint a masik harom izt Gsszesen.

3. Harom kocka kétféleképp ragadhat Gssze egy testté teljes lapfeliilet mentén, ahogy az abran lathato.
Mindkét esetben a kockak lapjai koziil 4 keriil a test belsejébe. Igy a test feliiletén a tejcsokis lapok
szama legfeljebb 3, az ét-, fehér- és keserti csokoladés lapok szama Osszesen legalabb 3 -3 —4 = 5, hiszen
az Osszes ilyen izt lap koziil legfeljebb 4 nem keriilt a felszinre. Igy a feladatban leirt eset harom kocka
esetén nem fordulhatott eld, mert biztosan kevesebb tejcsokit nyalt le, mint a masik hdrom izt Gsszesen.

4. A négy kockabol el6allo testek koziil az abran lathatéd olyan, hogy a kockdknak Osszesen 8 lapja keriil
a test belsejébe. Ekkor a test feliiletén a tejcsokis lapok szama legfeljebb 4, az ét-, fehér- és keserd
csokoladés lapok széma Osszesen legalabb 4 -3 — 8 = 4. Tehat ha az Gsszes tejcsokis lap a test felszinén
marad, és a test belsejébe keriil6 lapok mindegyike az ét-, fehér- és keserd csokoladésak koziil keriil ki,
akkor elGallhat a feladatban leirt csokoladéfogyasztés. Ez meg is torténhet, ugyanis minden kockanak
két szomszédos lapja keriil a test belsejébe, és az ét-, fehér- és keserti csokoladés lapok koziil barmilyen
elrendezés esetén van két szomszédos.
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3. feladat

A Matematikus Medveképzé Altalanos Iskola egy osztalyaban minden medvebocs jar haromféle szakkor va-
lamelyikére: 17-en méhészetre, 12-en medvetancra és 15-en kungfura. Azok szama, akik pontosan kétféle
szakkorre jarnak, éppen Otszorose azok szaménak, akik mindharom szakkoron részt vesznek. Az osztalyba
jaro fia medvebocsok egynegyede jegesmedve, a tobbiek barnamedvék. Hany {6s az osztéaly, ha tudjuk, hogy
a fit barnamedvék szdma megegyezik a lanyok szamanak felével?

Végeredmény
30

Megoldas

1. A feladatban megadtak, hogy hanyan jarnak egy-egy szakkorre. Ne hagyjuk figyelmen kiviil, hogy ezek-
ben a létszamokban azok is benne vannak, akik tobb szakkorre is jarnak! Ez azt jelenti, hogy a fenti
szdmok Osszege, 17 + 12 + 15 = 44 lehet, hogy t6bb, mint az osztaly létszama, hiszen lehetnek olyanok,
akiket tobbszor szamoltunk.

2. Az el6z6 pont Osszeadasaban kétszer szamoltuk azokat, akik pontosan két szakkorre jarnak, és haromszor
azokat, akik pontosan harom szakkorre jarnak (ezekrdl a csoportokrol azt tudjuk, hogy létszamaik aranya
5:1), az osztély létszama tehat agy adodik a 44-bél, hogy levonjuk az el6bbieket egyszer, az utobbiakat
kétszer.

3. Az el6bbi pont alapjan a haromszakkorosoket x-szel jelolve felirhatjuk az osztaly létszaméara az alabbi
kifejezést: 44 —5-x — 2 - x =7

4. A feladat utols6 két mondata szerint a jegesmedve fitk, a barnamedve fiak és a lanyok egymashoz
viszonyitott aranya rendre 1:3:6. Mivel a fiuk-lanyok létszama csak egész szam lehet, ez az arany azt
jelenti, hogy az osztaly létszama egy 10-re kerek szam.

5. Az 1. pontban adott egy fels6 korlat a feladat megoldésara, amely igy a 4. pontot is figyelembe véve 10,
20, 30 vagy 40 lehet.

6. Ha mind a négy lehetséges megoldast beleprobaljuk a 3. pont egyenletének jobb oldalara, azt tapasztal-
juk, hogy 10-re, 20-ra és 40-re x nem egész szamnak adodik (ami nem lehetséges, bocsokrol lévén szo),
30-ra azonban igen, igy a 30 a helyes megoldasunk.
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4. feladat

Ada, Bubu és Csabi kaptak Doritol egy-egy pozitiv egész szamot, és Dori azt is elarulta, hogy a szamok
reciprokosszege 1. Ezek utan megkérdezte t6liik, hogy ki tudjak-e talalni a hdrom szam Osszegét. Sorban a
kovetkezsket valaszoltak:

Ada: ,Nem tudom, hogy mi a harom szam Osszege.’
Bubu: ,En sem tudom a szamok Gsszegét.”

Csabi: ,Engem ez az egész nem érdekel.”

Ada: ,En mar tudom az Gsszeget.”

Melyik szamot adta Déri Bubunak?

)

Végeredmény
3

Megoldas

1. Legyen a harom szam e < f < g, ekkor a feltétel szerint % + % + é = 1. Minél nagyobb egy szam,
annél kisebb a reciproka, ezért tudjuk, hogy % > % > é (egyenlGség akkor lehet, ha maguk a szamok is
egyenldek). Vegyiik észre azt is, hogy ha két szamot ismeriink, akkor a harmadikat mar egyértelmden ki
tudjuk szamolni!

2. Vizsgaljuk meg, milyen szamhéarmasok johetnek szobal Végezziink esetszétvalasztast a legkisebb szam,
e szerint.

(a) e # 1, mivel minden szam, és igy a reciprokuk is pozitiv, tehat ha e = 1 teljesiilne, akkor a
reciprokosszeg % + % + % > 1 lenne.

(b) e =2 esetén f # 2, mivel ekkor a reciprokdsszeg 3 + 5 + % > 1 lenne.
f = 3 viszont megoldast ad, ekkor g = 6.
f = 4 szintén megoldast ad, ekkor g = 4.
f > 4 mar nem adhat j6 megoldast, mivel ekkor az f < ¢g nem tudna teljesiilni. (Meggondolhato,
hogy rogzitett e esetén nagyobb f értékhez kisebb g tartozik.)
(¢) e =3 esetén csak az f = g = 3 megoldas adodik,
f > 3 esetén az f < g nem teljesiilhet.

Osszességében tehat megallapithatjuk, hogy Dori csak a (2,3,6), a (2,4,4) és a (3,3,3) szamharmasok
valamelyikét adhatta Bubuéknak. A harom szamharmas esetén Dori altal kérdezett 6sszeg 2+3+6 = 11,
24+4+4=10¢és34+3+3=09.

3. Biztos, hogy Ada nem 6-ost kapott. Ugyanis ha 6-ost kapott volna, akkor biztos lehetett volna benne,
hogy a (2, 3,6) szamharmasrol van sz6, és tudta volna az 6sszeget. Ugyanigy biztos az is, hogy nem 4-est
kapott, mivel ekkor tudta volna, hogy a (2,4, 4)-es szamharmasrol van szo, és szintén tudta volna az

Osszeget.
A
2 2 3
3 A 3
6 A3

4. Most vizsgaljuk meg Bubu els6 megszolalasat! Az el6z6leg elmondott logika szerint kideriil, hogy 6 sem
kaphatott sem 6-ost, sem 4-est.

A B
2 2 3 2 2 3
3 A 3 3 A 3
6 A3 6 A 3
Ebbdl viszont mar kideriil, hogy nem lehet a kiosztott szimharmas a (2,4, 4), mivel sem Ada, sem Bubu
nem kaptak 4-est, marpedig a (2,4, 4) esetén a harom gyerek koziil csak egy lehet, aki nem négyest kap.

= W N
O N
W W w
= W
W W W

= W
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. Csabi megszolalasa természetesen semmilyen informaciot nem rejt, legfeljebb az olvasé megzavarasara
alkalmas.

. Bubu megszodlalasa utan Ada mar tudja, hogy melyik szamharmasrol van sz6. Ez csak tgy lehetséges, ha
a nala 1évs szam alapjan a még szoba jov6 szamharmasok, a (2, 3,6) és a (3, 3, 3) kiiziil el tudja donteni,
melyikrdl van szo: mivel a 3-as mindkét szaimharmasban benne van, Ada a 2-est kapta, és a Dori altal
kiosztott harom szam a (2, 3, 6).

> s N
e s
e os Bs

. Tudjuk, hogy Bubunal nincs a 6-0s, és nem lehet nala a 2-es sem (hiszen az Adanal van). Tehat a nala
1év6 szam a 3-as.

> s N
PN SR
e s o
> W
N SRey
e s o
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5. feladat

Az Operencias-tengeren fekvs Vadkorte-szigetre érkezd telepesek a szigetet harom egyenes vonallal hét régiora
osztottak fel. Ezutan a véalasztott korméanyzojuk elrendelte, hogy minden régié alapitson legalabb egy, de
legfeljebb hét varost ugy, hogy semelyik két régioban ne legyen azonos a véarosok szama. A telepesek azt
szeretnék, hogy mindharom egyenesre igaz legyen, hogy a két oldalan ugyanannyi varos van. Mik a lehetséges
értékei a tengerrel nem érintkezé régioban alapitott varosok szamanak, ha mind a korményzo6, mind a telepesek
kivansaga teljesiil?

Végeredmény

1,2¢s4

Megoldas

1. A hét régioba 1-t6l 7-ig kell elhelyezniink a szamokat, tehat Osszesen 1 +2+34+44+5+6+7 = 28
varosunk lesz.

2. Tekintsiik az egyik egyenes vonalat: 4 régi6 lesz az egyik oldalan, 3 a mésikon. A 28 varosbdl igy 14-nek
kell a 4 régidba és 14-nek kell a 3 régioba kertilnie.

3. Probaljuk meg szisztéma szerint, hogy melyik 4 szdm 0sszegeként johet ki a 14. 14 2 + 3 kombinéciéhoz
8 lenne a negyedik szam, ez nem jo. 1 + 2+ 4+ 7 j6 kombinacio. Igy szisztematikusan megnézve kidertiil,
hogy a kdvetkez6 kombinaciok jok:

(a) 1+2+4+7
(b) 1+2+5+6
() 14+3+4+6
(d) 243+4+5

4. Harom egyenes vonalunk van, és mindegyiknek az egyik oldalan 4 régi6 van, amibe a fenti varosszamokat
kell elhelyezniink. Ez azt jelenti, hogy a fenti négy kombinaciobol egyszerre haromra mindig sziikségiink
van. Mivel mindig egyet hagyunk ki, igy erre négy lehetdségiink van.

5. A ko6zépss régio mindegyik egyenesnek arra az oldalara esik, ahol a 4 régié van. Ezért ennek a régionak
a varosszama mindegyik kombinacioban benne kell legyen, és ez lesz a kdzéps6 régidban.

6. Ha az els§ kombinaciét hagyjuk ki, akkor nincs olyan szdm, ami mindharom kombinéciéban benne van,
igy ez nem jo megoldas. Ha a méasodik kombinaciot hagyjuk ki, akkor a kdzépss régioba 4 varos keriil,
ha a harmadik kombinéciot, akkor 2, ha az utolsot, akkor 1.

7. Rajzoljunk abrakat a fenti feltételek alapjan:

N
(o) G
5

8. Mivel mindharom értékhez van jo elrendezés, mindegyik megoldas is egyben.
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6. feladat

A sikon 100 pontot pirosra szineziink. Ezutdn behizunk 2019 egyenest, amelyek mindegyikén van legalabb
egy piros pont. Hany olyan metszéspontja lehet legfeljebb az egyeneseknek, ami nem piros?

Végeredmény
2017791

Megoldas

1.

A legtobb metszéspont abban az esetben allhat els, ha semelyik két egyenes nem péarhuzamos, vagyis
béarmely kettének van metszéspontja. Ezen metszéspontok koziil néhany a piros pontokra fog esni, hiszen
ellenkezs esetben minden piros ponton legfeljebb egy egyenes mehetne at, ami 2019 > 100 miatt nem
lehetséges.

. Feltehets, hogy az egyenesek koziil egyik sem megy 4t tobb piros ponton, hiszen ha létezne egy egyenes,

amely legalabb két piros ponton atmegy (jeloljiik ezt az egyenest e-vel), akkor ha azt tgy forgatnank
el az egyik piros pontja koriil (jeloljiik ezt a pontot P-vel), hogy tovabbra se legyen parhuzamos masik
egyenessel, de semelyik masik piros ponton vagy egyenesek maéasik metszéspontjan ne menjen at, akkor
ezzel a 1épéssel biztosan nem csokkentjiik a nem piros metszéspontok szamat. Viszont ha masik egyenes
is dtmegy az e egyenes egy P-t6l kiilonboz6 piros pontjan, akkor e megfelel§ elforgatasaval még né is
a nem piros metszéspontok szama. Vagyis ezekkel az esetleges javitd (semmiképp sem ronto) lépésekkel
elsallithatnank olyan konstrukciét, melyben a nem piros metszéspontok szama nem kevesebb mint abban
a kiindulé konstrukcioban, ahol t6bb piros ponton is a&tmehettek egyenesek.

Ezutan az optimalis konstrukcidhoz ugy jutunk, ha az egyeneseket egyesével vesszik fel. Egy wjabb
egyenes felvételénél akkor nyerjiik a legtobb nem piros metszéspontot, ha az nem parhuzamos semelyik
maésikkal, nem megy at mar meglévé nem piros metszésponton, és azon a piros ponton megy at, mely az
el6z6 egyenesek koziil a legkevesebbnek pontja (ha tobb piros pont is van, melyen ugyanannyi egyenes
megy at, mindegy melyiket valasztjuk). Ily modon, ha eddig n egyenest vettiink fel, melyek koziil az 4j
egyenes piros pontjan p ment at, akkor n — p 1j nem piros metszéspont sziiletik, ennél t&bb az el6z6ek
miatt nem lehetséges.

Leszamlélva az egyenesek egyesével felvétele soran sziileté nem piros metszéspontokat igy azt latjuk,
hogy az els§ szaz egyenes n-et hoz, ha el6tte mar n egyenes volt, a masodik szaz n — 1-et, a harmadik
széz n — 2-6t, és igy tovabb a 2000. egyenes 1999 — 19-et, a 2019. pedig 2018 — 20-at.

. Vagyis a metszéspontok szamét megkapjuk, ha Osszeadjuk az egyes egyenesek altal 1étrehozott j met-

széspontokat. Ez az Gsszeg a fentiek alapjan 1-t6l 2018-ig a szamok 6sszege, melybdl kivonjuk 1-t61 19-ig
a szamok Osszegét 100-szor, illetve a 20-at 19-szer. Vagyis a végeredmény a Gauss-modszerbdl ismert
képletet felhaszndlva 2182019 — 1920700 — 20 - 19 = 2017791.



Medve dont6 2019 — Jegesmedve kategoria (11. és 12. osztély) — Feladatok részletes megoldassal

7. feladat

Egy 8 x 8-as sakktabla két kiilonb6z6 mezdjére véletlenszertien elhelyeziink egy vilagos bastyat és egy sotét
huszart. Mekkora a valoszintisége, hogy valamelyikiik iiti a mésikat? (A bastya iiti a vele egy sorban vagy egy
oszlopban 1év6 mezdket, a huszar pedig a téle 161épésben 1évéket, vagyis azokat, melyekhez tugy jut el, hogy
az egyik iranyba kettst 1ép, majd arra merdlegesen még egyet.)

Végeredmény

11/36 = 0.30555...

Megoldas

1.

A két babut Osszesen 64 - 63 = 4032 féleképp lehet a sakktablara felrakni, tehat ennyi az Osszes eset
szama.

A bastyat barhova rakjuk fel, 6sszesen 7 4+ 7 = 14 mez6t fog {litni. Tehat Gsszesen 14 - 64 = 896 olyan
elhelyezés van, ahol a bastya titi a huszart.

A huszar a helyzetétdl fliggden kiilonb6zE szamu mezét iit, ezek szaméat tekintsiik a4t az alabbi tablazat-
ban (kénnyen meggondolhato, hogy a tabla négy negyedén szimmetrikusak ezek az értékek, ezért csak
az egyik negyedet abrazoljuk):

|| ool ro
o oo | wo
oo| co| o i
oo| oo| o i~

Ezeket az értékeket Osszegezve lathatjuk, hogy 4-(2+2-3+5-4+4-6+4-8) =4 -84 = 336 olyan
elhelyezés van, ahol a huszar iiti a bastyat.

Mivel nem tud olyan helyzet elGallni, hogy a bastya és a huszar kolcsonosen iitik egymast, ezért nincs
olyan eset, amit tobbszor szdmoltunk volna. Tehat Gsszesen 896 + 336 = 1232 olyan eset van, ahol az
egyik figura iiti a méasikat.

A kedvezd esetek szama per dsszes eset szdma szabalyt alkalmazva megkapjuk, hogy a keresett valoszi-
niiség értéke:
1232 11 0.305
4032 36



Medve dont6 2019 — Jegesmedve kategoria (11. és 12. osztély) — Feladatok részletes megoldassal

8. feladat

Egy 25 f6s osztalyban a tanar felir egy szamot a tablara. A gyerekek sorra a kivetkezd megallapitasokat teszik
rola: ,,Oszthato 1-gyel.”, ,Oszthato 2-vel.”, Oszthato 3-mal.”, ..., Oszthato 25-tel.”. Melyik a lehet6 legkisebb
szam, amit a tanar felirhatott a tablara, ha tudjuk, hogy pontosan 2 didk tévedett, raadasul tudjuk azt is,
hogy 6k két egymaést kovetd szamot mondtak?

Végeredmény

787386600

Megoldas

1.

Azok a didkok, akik azokat a szamokat mondtak, melyeknek a 2-szerese és a 3-szorosa is 25-nél kisebb,
nem tévedhettek, hiszen tudjuk, hogy csak 2 didk tévedett. Ha viszont 6k tévednének, akkor a kétsze-
rest és haromszorost mondo didk is tévedett volna, ami ellentmondas, mert csak ketten tévedtek. Igy
1,2,3,...,8 osztja a tablan 1év6 szamot.

. Az el6z6 allitas kovetkezménye, hogy az el6z6 szamok primtényezsinek szorzataként elGallo szamokat

mondok (vagyis 10,12, 14,15, 20,21, 24) se tévedhettek.

Mivel két egymast kovets szadmot mondo6 didk tévedett, igy tudjuk azt is, hogy azok sem tévdehettek,
akik esetén mindkét szomszédos szamrol (25 esetén a 24-r6l) mar tudjuk, hogy nem tévedtek. Igy nem
tévedés a 9,11, 13,25 se.

. A 2. pontban szerepl§ gondolatot megismételve kideriil, hogy a 9-2 = 18 és a 11 -2 = 22 se tévedés. Ez

utan a 3. pontban szerepl6 gondolatot a kibgvitett listara megismételve azt is megtudjuk, hogy a 19 és
a 23 sem tévedés.

. Ez utdn mar csak a 16-r6l és a 17-r61 nem tudjuk, hogy biztosan nem tévedés, vagyis a szadm 16-tal és

17-tel nem oszthato.

Mivel a legkisebb olyan szamot keressiik, melyet a tanar a tablara irhatott, az 6sszes tobbi szam legkisebb
kozos tobbszorose, vagyis 23 -32-52.7.11-13-19 - 23 = 787386600 a megoldas.

10
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9. feladat

Triikkos Tivadarnak van hét triikkks pénzérméje. Mindegyik érme egyik oldalan az 1l-es szam talalhato. Az
érmék maésik oldalan pedig rendre az %, %,...,% tortszamok. Egy unalmas délutan dobélta az érméket,
mindannyiszor egyszerre dobta fel mind a 7 érmét. Csoda tortént: az els§ 128 dobés kozétt nem volt két
egyforma. Tivadar minden dobés utéan le is irta a dobott szamok szorzatat. Mennyit kap, ha 6sszeadja a lapon

szerepls 128 szamot?

Végeredmény

4,5

Megoldas

1. Minden érmének vagy az az oldala van feliil, amin az l-es van, vagy az az oldala van felil, amin a
tortszam van (a tortszam minden érmén kiilénbz6). 7 db érme van, igy 27 = 128-féle dobas lehetséges.
Tehat a Tivadar az 6sszes lehetséges dobas szorzatainak 0sszegét kapja.

2. n darab pénzérme esetére a kérdéses Gsszeget jeloljik S,,-nell (Mi S7-re vagyunk kivancsiak.)

3. A 2"-féle lehetséges dobast két részre tudjuk bontani: a dobasok egyik felében az %H—et tartalmazo

pénzérme gy esett, hogy az van feliil rajta, a dobasok masik felében pedig az 1-es van feliil rajta.

1
n+1

e A dobésok elsé felében (27~ 1-féle dobas) minden szorzatban szerepel az n%_l, igy a szorzatok Ossze-

gébdl kiemelhets. A kiemelés utan pont S, 1 marad (hiszen az n%_l—hez tartozd pénzérmét a ki-
emeléssel pont ,kiszedtiik a jatékbol”).

e A dobésok masik felénél (szintén 2"~ '-féle dobés) kapott dsszeg pont S, 1, hiszen itt az —7-hez
tartozo érmén mindig 1-es van, igy a szorzatokba ,nem szamit bele”.

4. A fentiek alapjan S,-et ki tudjuk fejezni S,_i-gyel: S,, = ﬁ - Sp_1 4+ Sho1 = (n%_l + 1) - Sp_1 =

+2 +
n
ntl S”_l'

5. Az 1 darab pénzérméhez tartozo Osszeg S1 = % +1= %, hiszen ezen az egy pénzérmén vagy az l-es,
vagy az % van felil.

7. A szorzatban a 9-es és a 2-es kivételével minden szamlald és nevezd kiesik, tehat a végeredmény: S; =
9
5 =45.
2 ’

11
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10.

feladat

Egy Medve Carloi kaszindéban a kartyakat keverGgépekkel keverik. Egy kever6gép egy pakliban a kartyak sor-
rendjét mindig ugyanigy valtoztatja meg. A kaszind dolgozoi megfigyelték, hogy ha egy 6 kiilonb6z6 lapbdl 4116
paklit sorba rendeznek, akkor utana akarhanyszor keverik meg a rendelkezésiikre 4ll6 keverSgépekkel, Gssze-
sen (az eredeti sorrenddel egyiitt) csak 24-féle sorrendbe tudjak atkeverni. Legfeljebb hany olyan 6 kiilonb6z6
lapbol all6 paklit lehet Gsszeallitani, amelyek koziil egyiket sem lehet a keverGgépekkel atkeverni masikba?

Végeredmény

30

Megoldas

1.
2.

6 kiilonbozs lapbol allo paklit elvileg 6!-féleképpen tudunk sorbarendezni (vagyis atkeverni).

Egy adott P; paklibol 23 masik paklit lehet sokszori atalakitéssal elgallitani. Alkossa ez a 23 + 1 pakli
a H; halmazt.

Ha egy P pakli Hi-ben van, azaz megkaphato P;-bdl atkeveréssel, akkor P-t is at lehet tgy keverni,
hogy P;-et kapjunk. Ugyanis legyen Hp azon paklik halmaza, amik P-bél atkeverhetdk, beleértve P-t is.
Tudjuk, hogy |Hp| = 24. Masrészt ha egy Q paklit kikeverhetiink P-bél, akkor mivel P-t megkaphatjuk
P1-b6l, @ megkaphato Pi-bdl is. Ezek szerint Hp C H; (azaz minden pakli, ami P-bdl kikeverhetd,
az P;-bdl is kikeverhet). Mivel mindkét halmaz egyforma elemszamu (24), a két halmaz megegyezik:
Hp = H,. Speciélisan P, € H; = Hp, ami épp azt jelenti, hogy P-b&l P; kikeverhetd.

Tehat lényegében az Gsszes lehetséges paklit (permutéciot) ezek a lehetséges atalakitasok egyenként 24-
elemt, diszjunkt, azaz kozos elem nélkiili részhalmazra bontjak, melyek mindegyikébdl legfeljebb egy
paklit valaszthatunk.

. Ezért H1-bdl legfeljebb egy paklit valaszthatunk, legyen ez akkor éppen P;.

A maradék 6! — 24 paklibdl valasszunk egy tetszGlegeset P mellé, legyen ez Py. Ez jo valasztas lesz,
mert a megfelels részhalmazoknak nincs kozos eleme. Po kivalasztésaval djabb 24 darabbal csdkken a
paklik szama, hiszen Ps is 23 masik pakliba keverhet§ at.

Es igy tovabb, a 6! paklit % = 30 darab 24-elemi részhalmazra tudjuk felosztani, és ezek mindegyikébdl
egyet valaszthatunk.

A valasz tehat az, hogy legfeljebb 30 paklit tudunk tgy Osszeallitani, hogy koziiliik egyiket se lehessen
a kever6gépekkel dtkeverni masikba.

12
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11. feladat

A svabbogarak bortonében 99 svabbogar sorakozott fel az ebédosztashoz, azonositészamuk szerint névekvs
sorrendben. A konyhéahoz vezetd folyoso fala fehérre van meszelve, a padlojat pedig pontosan 2 x 99 csempe
boritja, a borténtoltelékek a jobb oldali csempesoron allnak. Egy csempén (biztonségi okok miatt) csak egy
svabbogéar allhat. Azonban rossz sorrendben alltak fel, pont forditva kellett volna, az azonositészam szerint
csOkkend sorrendben. A fegy6r rajuk parancsol, hogy kezdjék meg az atrendezédést, a biztonsagi szabalyok
betartasaval. Minden masodpercben, a fegy6r sipszavéra egy bogéar atmehet egy szomszédos csempére (olyanra,
melynek kozos oldala van az eredeti csempével), azonban egy csempén tovabbra is csak egy bogar tartozkodhat.
Az ételosztas akkor kezdédhet meg, ha mindannyian a jobb oldalon, a helyes sorrendben &allnak. Legkevesebb
hany masodperc mulva keriilhet erre sor?

Végeredmény

5096

Megoldas
1. El6szor alsé korlatot adunk a 1épések szdmara, majd mutatunk olyan konstrukciot, melyre ez megvaléosul.

2. Elgszor is mindenkinek legalabb annyit kell 1épnie, mint amilyen messze van a céljatol kezdetben. A
kozépss bogar esetén ez 0, a szomszédaira 2-2, kifelé haladva tovabb 4-4, 6-6, stb. Végiil az elsé és az
utolsod egyméastol 98 tavolsagra vannak. Ez Osszesen 2+ (2 +4 4 ...+ 98) = 4900 lépés.

Legalabb 98 bogarnak a maésik sorba is at kell 1épnie valamikor, hiszen ha lenne 2, akik sosem lépnek at,
akkor 6k nem tudnak megkeriilni egymést, marpedig barmely kettének helyet kell cserélnie. Node aki
atlép egyszer, annak vissza is kell 1épnie valamikor, ez sszesen tehat legalabb 2 - 98 = 196 1épés.

Tehat biztosan sziikség van legalabb 4900 + 196 = 5096 1épésre.

3. Kezdetben a bogarak igy helyezkednek el a folyoson:

bal oldal .
jobb oldal 1 2 3 4 e 97 | 98 | 99

Innen 98 lépéssel elérhets:

bal oldal 2 3 4 oo |97 ] 98 | 99
jobb oldal 1

Még 98 lépés aran:

bal oldal 2 3 4 o 97 ] 98 | 99
jobb oldal . 1
Innen 97 lépéssel:
bal oldal 3 4 o 97 ] 98 | 99
jobb oldal 2 1
Tovabbi 95 lépéssel:
bal oldal 4 o 97 ] 98 | 99
jobb oldal e 3 2 1

Hasonloan tovabb. A 45-6snek, aki a kdzépss, csak 1-et kell 1épnie, a 46-osnak méar 3-at, a 47-esnek 5-6t,
stb.

bal oldal ... 99
jobb oldal 98 | 97 | 96 | ... 3 2 1

13
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Végiil a 99-esnek méar 99-et:

bal oldal
jobboldal | 99 | 98 | 97 | 96 | ... 3 2 1

4. Ez 6sszeadva 5096 lépés, tehat legalabb 5096 mésodpercre van sziikség, és annyi elég is.

14
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12. feladat

Egy segélyszervezet egy 100 napos jotékonysagi kampany keretében szeretne tamogatast nyujtani Ehenkoracia
100 legkisebb lakossagi telepiilésének. Az elgkészits felmérés soran kideriilt, hogy a lakok szama barmely két
telepiilésen kiilonbozd, illetve az is, hogy a tamogatott telepiilések koziil a legnagyobb lélekszamuban éppen
100-an laknak. A kampany soran minden nap olyan segélycsomagokat allitanak Gssze, amelyek épp a nap
sorszamaval megegyezd szamu tallért tartalmaznak, és minden olyan telepiilésnek juttatnak egy csomagot,
ahol a lakossag el tudja igazsdgosan osztani azt (tehat példaul a 6. napon egy-egy 6 talléros csomagot juttatnak
elaz 1,a 2, a 3 és a 6 lakossagu telepiiléseknek, és igy Osszesen 12 lakosnak jut rész tamogatasbol). Hany olyan
nap lesz a kampany soran, amikor Gsszesen péaratlan szamu éhenkoraciai részesiil a szervezet juttatasabol?

Végeredmény
17

Megoldas

1. A 100 telepiilés koziil barmely kettében kiilonbo6z6 a lakok szama, ami csak gy lehetséges, hogy az egyes
falvakban rendre 1, 2, ...100 lakd van.

2. Minden napon pontosan azon telepiilések lakoi kapnak segélycsomagot, amelyek lakdinak szama osztja
a nap sorszamat, vagyis az n-edik napon éppen annyian kapnak, amennyi n osztéinak Gsszege.

3. Legyen p’fl C ~pr az n primtényezss felbontasa. Az n osztoinak Gsszegét a primtényezdk ismeretében

a kovetkezSképpen is szdmolhatjuk:
Qtpr+. P8 Qtpot. 952 (L+p+...+p).

(A képlet helyességét a zarojeleket felbontva konnyen ellendrizhetjiik.)

A kérdés az, hogy hany 100-nal nem nagyobb pozitiv egész szamnak paratlan az osztoinak az Gsszege.
A fenti szorzat pontosan akkor paratlan, ha minden tényezGje paratlan.

4. Vegyiik észre, hogy a 2 kitevGje a primtényezds felbontasban nem szémit, hiszen az 1+ 2 4 ... + 2™
Osszeg minden m természetes szamra paratlan (Az m = 0 eset természetesen annak felel meg, hogy n
paratlan.)

5. Minden més primnek minden hatvinya pératlan, igy az egyes tényez6k pontosan akkor lesznek péaratla-
nok, ha paratlan sok tagbol allnak, vagyis k1 + 1,..., k; + 1 paratlanok, kivéve esetleg a 2 kitevGjét.

6. Vagyis pontosan azon szamokra péaratlan az osztok Gsszege, amelyek primtényezds felbontésaban a parat-
lan primtényezsk paros kitevén vannak. Fzek éppen a paratlan négyzetszamok és kettGhatvanyszorosaik.
Ezek koziil a 100-nal nem nagyobbak a kévetkezdk:

1,2, 4,8, 16, 32, 64,
9, 18, 36, 72,
25, 50, 100,

49, 98

81.
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13. feladat

Morgd Maria egy nap dgy dont, hogy veteményeskertjét elkezdi béviteni. A kert eddig egy darab szabalyos
haromszog alaku &gyasbol all, melynek oldalhossza 1 6l. Veteményesét tgy szeretné novelni, hogy minden
nap egy ugyanilyen agyast illeszt egy korabbi agyés oldaldhoz tigy, hogy azok teljes oldallal érintkezzenek.
Ez igy megy egészen addig, mig 2019 dgyasa nem lesz Méarianak. Ekkor gy dént, hogy nem béviti tovabb
veteményesét, hanem korbekeriti azt. Legalabb hany 6l hosszi keritésre lesz sziiksége?

Végeredmény

111

Megoldas

1. Elgszor megvizsgaljuk, hogy adott K > 8 keriilet esetén milyen alakt lehet a lehetd legtobb agyéasbol
allo kert, amit K hosszi keritéssel korbe lehet keriteni. A tovabbiakban egy sokszog (alaki kert) teriilete
alatt azt fogjuk érteni, hogy hany agyasbdl (1 6l oldalhosszi szabalyos haromszogbdl) all.

e Mivel a veteményeskert szabalyos haromszogekbdl felépiils sokszog, igy belsd szogei csak 60°-osak,
120°-o0sak, 240°-osak, illetve 300°-osak lehetnek.

e Nagyobb keriilethez nagyobb maximalis teriilet tartozik. Ugyanis egy adott keriilet esetén maximalis
teriilet kertben valasszunk egy oldalt, amelyhez ha hozzaiillesztiink egy djabb agyast, az egyik
korabbi agyassal se érintkezik (ezt mindig megtehetjiik). Ezzel a hozzaillesztéssel a keriilet és a
teriilet is 1-el ng, tehat az eggyel nagyobb keriilethez legalabb eggyel nagyobb maximalis teriilet
tartozik.

e Ha a kert konkav sokszog alaki lenne, akkor novelhetnénk a teriiletét tigy, hogy a 240°-os szogi
cstucsoknal beillesztiink egy két haromszogbdl allo paralelogrammat, mig a 300°-o0s szogi csticsoknél
egy haromszoget. Ezek a 1épések novelik a teriiletet, de nem novelik a keriiletet. Tehat adott keriilet
mellett a maximaélis teriilett kert konvex.

e Ha egy konvex kertnek van 60°-os belsd szoge, akkor az itt talalhaté hdromszoget levagva biztosan
lesz a megmarado6 sokszognek legalabb egy legalabb 2 61 hosszi oldala a K > 8 feltétel miatt. Ha
a levagott haromszoget atillesztjiik a megmaradé sokszog egy legalabb 2 6] hossza oldaléara, azzal
egy azonos keriiletti konkav sokszoget hozunk létre, ami az el6z6 pont szerint nem lehet maximaélis
teriilet. Tehat egy maximaélis teriilet kert minden szoge 120°, igy a kert hatszog alakd.

2. Masodik lépésként megvizsgaljuk, hogy adott K > 8 keriilet esetén mekkora a maximalis teriiletd kert
teriilete. Ez a kert az 1. pont alapjan hatszog alakt, mindegyik szoge 120°-os.

e A tovabbi lépésekben pontosan le fogjuk vezetni a K keriilethez tartozé maximalis teriiletet. A
megkapott eredmények alatamasztjak a maximalis teriiletd sokszog elGallitasanak alabbi egyszert
modjat. Ha K = 63, akkor a maximalis teriilet sokszog egy szabalyos hatszog. Szemléletesen azt
mondhatjuk, hogy mindig, amikor a keriiletet eggyel noveljiik, akkor egy tjabb oldalhoz tesziink
hozz4 ,egy rétegnyi” agyast. Kicsit pontosabban: Ha eggyel néveljiik a 67 hosszi keriiletet, azaz
K = 6j+1, akkor a maximalis teriilet 2j — 1-el n6, azaz a szabalyos hatszog egyik oldalara ratettiink
egy olyan szimmetrikus trapézt, amelynek alapjai j és j — 1, szarai 1 6l hosszuak, igy a hatszog
oldalai rendre j,j,7,7+ 1,7 — 1,7 + 1. A keriilet tovabbi novelése esetén a teriilet mindig 25 + 1-el
né. Ekkor mindig az egyik j + 1 hosszusagu oldalra helyeziink ra egy olyan szimmetrikus trapézt,
aminek az alapjai j 4+ 1 és j, szarai 1 6l hosszusagiak.

e Legyen H egy olyan hatszog, amelynek keriilete K, teriilete maximalis. A H hatszog oldalait
jelolje rendre a,c’,b,a’, c,b'. Ezeket a betiiket az oldal hosszanak jelolésére is hasznalni fogjuk. A
hatszoget foglaljuk bele egy nagyobb haromszogbe, amelynek oldalai legyenek az o', b, ¢’ oldalak
meghosszabbitasai. Ez a haromszog szabalyos, mivel minden szdge 60°. Jeldlje a nagy haromszog
oldalanak hosszat s.

e H-t ugy is megkaphatjuk, hogy egy s oldala szabalyos haromszoghdl a csticsainal levagunk egy-egy
a, b, illetve c oldalu szabalyos haromszoget. Ebbdl kovetkezik, hogy H keriilete K = 2s—(a+b+c¢), a
teriilete pedig s2 —a? —b% —c2. A teriiletet leiré képletnél felhasznaltuk, hogy egy a oldalt szabalyos
héromszog teriilete a2, ami beldthat6 példaul teljes indukciéval.
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e H teriilete csak ugy lehet maximalis, ha a,b és ¢ koziil barmely kettd kiilonbsége legfeljebb 1. Ha
példaul a > b+ 1 lenne, akkor a-t eggyel csokkentve, b-t eggyel novelve a keriilet valtozatlan marad,
de a tertilet 2(a — b — 1)-el néne.

e K hatos maradéka meghatérozza az a, b, c kozotti kiillonbségeket, ez alapjan 6 eset lehetséges. A
tovabbiakban tegyiik fel, hogy a > b > ¢. Mindegyik esetben teljes négyzetté alakitassal keressiik
meg, hogy milyen a esetén lehet maximalis H teriilete.

(a) Ha K = 65, azaz oszthato 6-tal, akkor a = b = ¢, igy K = 65 = 3s — 3a, és H teriilete

T=3s>—3a>=(2j+0a)®>—3a®>=-2(a—j)* + 652
A teriilet a = j = £ esetén maximalis, ekkor T’ = 652 = KTQ
(b) Ha K = 65 + 1, azaz 6-tal osztva l-et ad maradékul, akkora =b=c+1,igy K =65+ 1 =
3s —3a+ 1, és H teriilete

2 2 ~ 2 2 27 +1\° ., .. 1
T=s"-3a"4+2a—1=(2j+a)—3a"+2a—1=-2(a— 3 + 65 +2j—§.

A teriileta=j+1= % esetén maximalis, ekkor T = 652 +2j — 1 = K2*7

(¢) Ho K =65+ 2, akkora=b+1=c+1,igy K =6j +2=3s — 3a+ 2, és H teriilete

T=s-3a>4+4a—2=(2j+a)? —3a>+4a—2=-2(a—j—1)°+65%+4j.
A teriilet a = j + 1 = £} esetén maximalis, ekkor T' = 62 + 45 = Kzﬁ"l.
(d) Ha K =65 + 3, akkor a = b= ¢, igy K = 6j + 3 = 3s — 3a, és H teriilete

2j+1

2
T523a2(2j+1+a)23a22<a > +6j2+6j+;

A terilet a=j5+1= % esetén maximalis, ekkor T = 652 + 65 + 1 = K2673-

(e) Ho K =65 +4,akkora=b=c+1,igy K =6j+4=3s—3a+1, és H teriilete

T=s-3a>4+2a—1=(2j+1+0a)’—3a®>+2a—1=—-2(a—j—1)>+65>+8j+2.

Aterileta=j+1= % esetén maximalis, ekkor T = 652 + 85 + 2 = K2674-

(f) Ha K =65+ 5, akkora=b+1=c+1,igy K =65 +5=3s —3a+ 2, és H teriilete

2j+3

2
7
T252—3a2+4a—2:(2j+1+a)2—3a2+4a—2=—2<a ) +6j2+10j+§.

Aterileta=75+1= % esetén maximalis, ekkor T = 652 + 105 + 3 = K26_7.

3. A feladat kérdésének megvalaszolasahoz keressiik meg, hogy mi a legkisebb K, amelyhez tartozé ma-
ximalis teriilet legaldbb 2019. Oldjuk meg a T° > 2019 egyenl6tlenséget az el6z6 pontban kiilonb6zs
maradékok esetén kapott képleteket behelyettesitve. Igy azt kapjuk, hogy K > 111. A lehets legrovi-
debb kerités hossza tehat legalabb 111 &l

4. Megmutatjuk, hogy van olyan elrendezése a 2019 agyasnak, melynek a keriilete 111. A K = 111 ke-
riillethez tartozé maximalis teriilet T = %2_3 = 2053, az ezt el6allité hatszog oldalhosszai rendre 18,
19, 18, 19, 18, 19 &l hosszuaak. Egy tetszéleges cstuicsbol az egyik hozza csatlakozod oldalra mérjiink fel
1 61, a masikra 17 6l hosszusagot. Ezt a két szakaszt egészitsiik ki paralelogrammaéavé, majd a parale-
logrammaba es6 agyasokat vegyiik ki a hatszogbdl. Az igy kapott sokszog keriilete szintén 111, teriilete
2053 — 34 = 2019. Tehat Marianak legalabb 111 &1 hosszt keritésre van sziiksége.
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14. feladat

Graforszag grofjai utazasaikat grifthaton bonyolitjak. Az orszag mind a 9 varosaban van egy-egy griffistallo, a
griffek innen széllnak fel és ide érkeznek. Egy griff hatan egyszerre csak egy grof fér el, és egy griff naponta csak
egy utat vallal (azaz egy grofot elszéllit egy varosbol egy méasikba). Raadasul két griff ugyanazon a napon nem
vallal olyan utat, aminek a kiindulé- és a célalloméasa is ugyanaz. Graforszag grofjai egy napon a fgvarosbol
orszagjaro korutra indultak, valtott griffeken mindannyian meglatogattak Graforszag minden varosat legalabb
egyszer, majd még ugyanazon a napon visszatértek a fGvarosba. Legfeljebb hany grof élhet Graforszagban?

Végeredmény
8

Megoldas
1. Egy grof az utja soran a févarosbol legalabb egy kifelé, és legalabb egy befelé repiils griff hatan is utazik.

2. A fovarosbol legfeljebb 8 griff repiil kifelé egy adott napon, és legfeljebb 8 griff érkezik meg oda, hiszen
Graforszagnak 8 masik varosa van, és két varos kozott egy adott irdnyba csak egy griff kozlekedik.

3. Ebbdl kévetkezik, hogy 8-nél tobb grof nem élhet Graforszagban.

4. 8 grof élhet ott, egy lehetséges konstrukcid az orszagjard korutakra a kovetkezs. Az els§ grof utvonala
az alabbi kor (kozépen talalhaté a f6varos):

\
]
S

A t6bbi grof utvonalat tgy kapjuk meg, ha elforgatjuk a fenti kdrutat a févaros koriil 45°-kal, 90°-kal,
135°-kal, stb. (Igy nem hasznalja két grof ugyanazt a griffjaratot semelyik két varos kozott. Ez példaul
gy lathato, ha megvizsgaljuk, melyik grof mely varosba repiil az 1-es varosbol, latni fogjuk, hogy ez
a 8 grof esetén mind kiilonbo6z6. A forgésszimmetria miatt a t6bbi szdmozott varost mar nem is kell
leellendrizni, csak a févarost.)
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15. feladat

A szabalyos 6tszog alakt Otszoglett Kerek Mezd lakoi Otodst Orszagra Szolo Bujocskaversenyt szeretnének
rendezni, de a mez6n nincs hova elbiijni, ezért a tervek szerint a mez6t magas, egyenes sovényekkel 2019 kisebb
Otszogre fogjak bontani. A sévényeken nem lehet atlatni. A verseny kezdetekor minden résztvevének ugy kell
elbujnia, hogy ne lassa ket egyetlen méasik jatékos sem, ha korbenéz. Ugy szeretnék megtervezni a sévényeket,
hogy a lehetd legtobben részt tudjanak venni és el tudjanak ilyen médon bujni. Legfeljebb hany résztvevot
fogadhat az Otédot Orszagra Szolo Bujocskaverseny?

Végeredmény
5046

Megoldas

1. A résztvevik szama akkor maximaélis, ha maximalis a 2019 kisebb 6tszog konkéav belss szogeinek szama,
hiszen minden 6tszogben a konkav bels6 szogek szamanél eggyel tobb ember tud elbijni.

2. Egy 0tszog belst szogeinek osszege 540°, igy a 2019 6tszog belss szogeinek osszege 2019-540°. Ez a mezét
jelent§ szabalyos 6tszog bels6 szogeinek, illetve az 6tszogek mezd belsejében elhelyezkedd cstcsainal 16vE
szogek Osszegeként all eld.

3. Mivel egy bels6 csticsnal a szogek Osszege 360°, a mez6 cstucsainal pedig 108°, egy konkav szog pedig
180°-nal nagyobb, igy egy belsd csticsnal legfeljebb egy konkéav belsd szog lehet, a mezd cstucsainal pedig
egy sem.

4. Ha k darab olyan bels6 pont van, ami egy 6tszognek konkév csticsa, akkor az Gsszes belsd szogbdl ezeknél
van k - 360°, valamint a mez&t jelents 6tszog csicsainal 5 - 108°. Vagyis k - 360° + 540° < 2019 - 540°,
amibél k < 3027.

5. Vagyis legfeljebb 3027 + 2019 = 5046 résztvevd lehet (2019 6tszog van, ezekben pedig legfeljebb 3027 db
konkéav bels6 szog). Az alabbi abran mutatunk egy konstrukciot, mely éppen ezt valositja meg, hiszen
minden belsé cstcsnél van konkav bels6 szog.
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Végeredmények
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