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1. feladat

Medve Léaszlo véletleniil feltaldlta az dbran lathat6 Brumma-Szumma nevi Osszeaddgépet. A vizszintesen
egymés mellett 1év6 dobozokba keriil6 szamok Osszege a megfelels, alattuk nyilakkal kijelolt dobozba jut.
Mindez addig megy, amig a legals6 dobozba is keriil szam. Unalmas 6raiban Laszl6 pozitiv egyjegyl szamokat
szokott bedobalni az dsszeadogép tetején 1évs harom iires dobozba (egyszerre mindig kiilonb6zs szamokat),
majd feljegyzi a gép aljan kipottyano végeredményt. Mekkora a kiilonbség a lehetd legnagyobb, illetve a lehetd

legkisebb végeredmény kozott?
Q@%@

+

Végeredmény
26

Megoldas
1. Az Gsszeadogép aljan kipottyano eredmény a mésodik szintre keriilé két szam Osszegével egyenld.

2. A maésodik szintre keriil6 két szam Osszege pontosan annyival nagyobb a Laszlo altal kivalasztott harom
szam Osszegénél, mint amekkora a koézépsé dobozba keriil§ szam.
Ez azért igaz, mert ha Laszlo példaul az 2, 5, 3 szamokat dobja be (ebben a sorrendben) a gépbe
(melyeknek 6sszege 2+ 5+ 3 = 10), akkor a masodik szintre a 2+5 = 7 és az 5+ 3 = 8 szamok keriilnek,
melyeknek dsszege 7+8 = (2+5) 4+ (5+3) = (2+ 5+ 3) + 5 = 15. Kénnyen atlathato, hogy ez minden
esetben igy van.

3. A végeredmény tehat akkor lesz a legnagyobb, ha a Laszlo altal bedobott harom szam Gsszege a lehetd
legnagyobb, és a bedobott szamok koziil a legnagyobb keriil a k6zépss dobozba. Azaz a 7, 9, 8 szamokat
kell bedobnia ebben a sorrendben (a 7-es és a 8-as persze felcserélhetd).

Ekkor a végeredmény (7 +9) + (9 + 8) = 33 lesz.

4. A legkisebb pedig akkor lesz végeredmény, ha a Laszlo altal bedobott harom szim Osszege a lehetd
legkisebb, és a bedobott szamok koziil a legkisebb keriil a k6zéps§ dobozba. Azaz a 2, 1, 3 szamokat
kell bedobnia ebben a sorrendben (a 2-es és a 3-as persze felcserélhetd).

Ekkor a végeredmeény (2 + 1) + (1 +3) = 7 lesz.

5. A legnagyobb és a legkisebb lehetséges eredmény kiilonbsége 33 — 7 = 26.
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2. feladat

Jani az egyik Medve Matektaborban felrajzolta a tablara a zsiraf és a kolibri keverékét, a zsilibrit. Ala felirta
a tablara a ZSILIBRI szot, egymés utan tizenkétszer. A betiik kozil letorolte az Gsszes paratlan helyen allot
(els6t, harmadikat, stb., azaz a Z-t, I-t, stb.). A maradék betikb&l megint letorolte a paratlan helyeken allokat,
és igy tovabb, mindig letorolgette a paratlan helyen allo bettiket, amig csak egy beti maradt. Mi volt ez a

betd?

Végeredmény

I (mint Ilona)

Megoldas

1. megoldas

1.
2.
3.

A feladatnak a ,probalgatés” modszerrel is nekiallhatunk.
Vizsgaljunk elGszor csak két egymas utan irt ZSILIBRI-t!

Végezziik el az els6 lépést! FEzzel sorban a Z, I, I, R, Z, I, I, R bettiket tavolitjuk el, vagyis mindkét
szobol ugyanazon helyeken allokat.

A masodik és a harmadik 1épés soran is ugyanerre a megallapitasra juthatunk, ugyanis az eltavolitott
bettk: S, B, S, B; majd L, L.

. Ezzel felismerhetjiik, hogy akarhanyszor is irjuk egymaés utén a szot, mivel mindig ugyanazokat a betiiket

toroljiik le mindegyik szobol, a harmadik 1épés utan méar csak csupa I (mint Ilona) bettink marad.

Ezekbdl pedig csak egy I (mint Ilona) maradhat utoljara.

2. megoldas

1.

3.
4.

A betiik eltavolitasanak rendje (az, hogy az elsével kezdve minden masodikat, azaz a paratlan helyen
allokat toroljiik) azt eredményezi, hogy az m. lépés utan azok a betik maradnak a tablan, melyek
eredetileg a 2™-nel oszthaté sorszami helyeken alltak.

. Ebbdl kiindulva, az utolso bett, amely a tablan marad, az eredeti Osszetételben a legnagyobb 2-hatvany

sorszamu helyen all.
A feladatban az egymas mogé irdssal 8 - 12 = 96 betiink van, amelybdl a legnagyobb 2-hatvany a 64.

A 64. hely (mivel 8 tobbszorose) egy szovégi beti, azaz I, mint Tlona.
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3. feladat

Csajagarocsoge fGterén egy 4 méter sugari, kor alaka szokskuat all, kavajan egy kutyat, egy lovat és egy
medvét formézo vizkopovel (K, L, M pontok az dbran). A falu polgarmesterasszonya, Hat Alma egy 3 méter
sugari kor alaka talapzatra készittetett egy szobrot sajat magardl a kut negyedik oldalara, labanal kedvenc
allataval, egy nyesttel (N pont). A szoborkompozicio koré a falulakok kérésére egy-egy akéc-, biikkk-, cser- és
diofat is tiltettek (A, B, C, D pontok). Hat Alma elrendelte, hogy az alabbi tervrajznak megfelelGen a fak altal
meghatarozott téglalap oldalai mentén, a négy allatszobor labanal elhaladva 1 méter szélességben térkovezett
sétaloutat létesitsenek (a vastag vonalak kozotti teriileten). Hany négyzetméternyi térkdre lesz sziikség?

b2 A C

L . . N
N

A K B

Végeredmény
48

Megoldas

1. Az egy méter széles, hatarolo sav teriiletére vagyunk tehat kivancsiak, melyet a kiils6 és a belsé téglalapok
teriiletének kiilonbsége ad meg.

2. A bels6 téglalap magassaga az azt beliilrdl érinté nagyobb kor atmérdjeként hatarozhaté meg, mely
2 -4 = 8 m. Szélessége a két kor atmérsinek Osszege, azaz 2-4+2-3 = 14 m.

3. A kiils6 téglalap szélessége és magassaga is a belsé téglalap megegyez6 méreteinél 2 - 1 m = 2 m-rel
nagyobb, azaz rendre 16 m és 10 m.

4. A keresett teriilet tehat 16 m-10 m — 14 m -8 m = 160 m? — 112 m? = 48 m?.
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4. feladat

Matusz Anna butorboltjadban a forgoszékekhez Gsszesen

111111111111...11 db
2019 egyes

csapagygolyot rendeltek. A leltdrozas soran a csapagygolyokat 37 db-os csomagokba rendezték, mivel egy
forgoszék Osszerakasahoz ennyi darabra van sziikség. A csomagolas utan hény darab csapagygolydjuk fog
kimaradni?

Végeredmény

0

Megoldas

1. Mivel 37 darabos csomagokat készitenek, a kérdés az, hogy a fenti szim mennyi maradékot ad 37-tel
osztva.

2. 111 = 3 - 37, tehat 111 oszthato 37-tel.

3. A kérdéses darabszam, azaz a 2019 darab egyesbdl allo szam felirhato a kovetkezs alakban:
1114 111-1000 4 111 - 1000000 + 111 - 1000000000 + . .. A szam 2019 darab egyesbdl all, 2019 oszthato
3-mal, tehat a felirast végigesinalva nem marad ki semmi, tényleg fel lehet irni igy a szamot.

4. A fenti 6sszeg minden tagja oszthato 111-gyel, tehat az 0sszeg is oszthato 111-gyel. Ha az Gsszeg oszthato
111-gyel, akkor 37-tel is, hiszen 111 oszthato 37-tel.

5. Az Gsszeg oszthato 37-tel, tehat 0 maradékot ad vele.

2. megoldas

1. Mivel 37 darabos csomagokat készitenek, a kérdés az, hogy a fenti szim mennyi maradékot ad 37-tel
osztva.

2. Kezdjiik el felirni a 111111111111 ...11 : 37 irasbeli osztast!

t 111111 .. 1111 : 37 = 3 0403 ..3 0 0 3
1 1 1
1
1 1
1 1 1
0 1
0 1
1 1
1 1 1
0

3. Vegyiik észre, hogy a 111 oszthatd 37-tel, igy minden harmadik lépés utan 0 lesz a maradék!
4. Mivel 2019 oszthato 3-mal (3 - 673 = 2019), az irasbeli osztas végén is 0-t kapunk maradékul.

5. Tehat a fenti szam oszthatd 37-tel, igy nem fog kimaradni egy csapégygolyo sem.
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5. feladat

Kockaorszag Egységvarosaban komoly szabalyozasok vannak az épiiletekre. Minden telek pontosan 3 x 3
egységnégyzetre van bontva. A hézak 16 kockabdl épiilnek fel, és minden kocka pontosan illeszkedik a telek
egy négyzetére vagy egy masik kocka tetejére. Rdadésul elolrél nézve az 6sszes héz az 4bran megadott mdédon
néz ki. Az Egyedi utcdban minden haz kiillonboz6. Legfeljebb hany haz van az Egyedi utcaban?

Végeredmény

42

Megoldas

1. Szamoljuk ki, hogy azok a hazak, amik eldlnézetbdl a fenti médon néznek ki, legfeljebb hany kockabol
allhatnak!

A bal oldalon minden oszlopban legfeljebb 1 kocka lehet, tehat Gsszesen legfeljebb 3 kocka.
Ko6zépen minden oszlopban legfeljebb 3 kocka lehet, tehat 6sszesen legfeljebb 3 - 3 = 9 kocka.
A jobb oldalon minden oszlopban legfeljebb 2 kocka lehet, tehat 6sszesen legfeljebb 3 -2 = 6 kocka.

Osszesen tehat legfeljebb 3 4+ 6 + 9 = 18 kockabol allhat egy haz.

2. Ahhoz, hogy egy 16 kockabol all6 hazat kapjunk, a lehets legtobb, azaz 18 kockabol allo hazbol 2 kockat
kell elvenniink.

3. Nézziik meg, hogy hanyféle modon tudunk a 18 kockabdl allo hazbol 2 kockat elvenni ugy, hogy az
elolnézet nem valtozik!

Ha bal oldalrél vesziink el két kockat, az 3 lehetdség (3 kocka koziil kett6t 3-féleképp valaszthatunk
ki).

Ha bal oldalrol és koézéprdl vesziink el egy-egy kockat, az 3 - 3 = 9-féle lehetdség (bal oldalrdl is
3-féleképp valaszthatjuk ki az elveendd kockat, és kozéprol is).

Ha bal oldalrol és a jobb oldalrdl vesziink el egy-egy kockat, az 3 - 3 = 9-féle lehetdség (bal oldalrol
is 3-féleképp valaszthatjuk ki az elveendd kockat, és jobb oldalrol is).

Ha kozéprol vesziink el 2 kockat, az 3 + 3 = 6 lehetGség (vagy két oszlopbdl vesziink el egy kockat,
vagy egy oszlopbol két kockat).

Ha kozéprol és jobb oldalrdl vesziink el egy-egy kockat, az 3 - 3 = 9-féle lehetSség (kozéprol is
3-feleképp vélaszthatjuk ki az elveendd kockat, és jobb oldalrdl is).

Ha jobb oldalrél vesziink el két kockat, az 3 + 3 = 6-féle lehetGség (vagy két oszlopbol vesziink el
egy kockat, vagy egy oszlopbol két kockat).

Tébbféle lehetdség nincs.

4. Ez 6sszesen 34+ 9+ 9+ 6 4+ 9 + 6 = 42-féle lehetGség.
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6. feladat

Az Urp bolygén él6 zorgok mindegyikének 6 1aba és 4 keze van, a labaikon 6-6, a kezeiken 8-8 ujjal. Szamolni
csak az ujjaikon tudnak (ehhez a sajat kéz- és labujjaikat hasznaljak). Azokat a mitveleteket, amiknek az
eredménye tobb lenne, mint az ujjaik szdma, nem tudjék elvégezni.

Egyszer egy utazé taldlkozott két zorggal. Megkérdezte mindkettsjiiktsl, hogy hany pozitiv osztdja van a
kedvenc szamuknak, amire mind a ketten azt felelték, hogy ketts. Ezutan megkérdezte azt is, hogy héany
pozitiv osztdja van a két szam Gsszegének, erre a zorgok rovid szamolas utan azt valaszoltédk, hogy harom.
Végiil azt is megkérdezte t6liik, hogy hany osztdja van a két szam szorzatanak, azonban erre a zorgok nem
tudtak valaszolni, mivel nem tudték Gsszeszorozni a két szadmot. Mennyi a két szam szorzata?

Végeredmény

94

Megoldas

1.

2.

10.
11.

A zorgok 6 -6 + 4 - 8 = 68-ig tudnak elszamolni, tehat a 68-nal nagyobb szamokat nem ismerik.

Minden egész szdmnak biztosan oszt6ja az 1, és biztosan oszt6ja maga a szam is. Tehat ha egy szdmnak
pontosan két osztoja van, az osztoéit is tudjuk: 1 és 6nmaga. Egyébként a pontosan két pozitiv osztoval
rendelkez6 szamokat primeknek nevezziik.

Mindkét zorg kedvenc szama prim. Jeloljik a két kedvenc szadmot a-val és b-vel!

Ha egy szam ketts vagy tobb kiilonboz6 prim szorzata, legalabb négy pozitiv osztoja van (ha p és ¢
kiilonb6z6 primek, p - g-nak osztéja az 1, p, ¢ és p - ¢). Ebbdl tudjuk, hogy a két kedvenc szam Gsszege
nem lehet se prim, se kett6 vagy tobb kiillonb6z6 prim szorzata, hiszen harom pozitiv osztoja van. A két
kedvenc szam Osszege, azaz a + b igy csak két egyforma primszam szorzata, azaz egy primszam négyzete
lehet, ekkor az osztoi az 1, p és p - p (azaz maga a szdm).

. Az egyetlen péros prim a 2 (hiszen a t6bbi paros szam oszthat6 2-vel, igy tobb mint két pozitiv osztoja

van: 1, 2 és dnmaga biztos osztoi). Tehat a + b vagy 2 -2 = 4, vagy paratlan. Ha a 4+ b 4 lenne, a - b-t
biztosan ki tudnak még szamolni a zorgok, hiszen igy nem lehetne nagyobb, mint 68. Tehat tudjuk, hogy
a + b paratlan.

Ha a + b paratlan, akkor a és b koziil az egyik paros, a masik paratlan. Valasszuk meg a-t és b-t gy,
hogy b paros! Tudjuk, hogy b prim is, igy azt is tudjuk, hogy b = 2.

A két kedvenc szam szorzata, azaz a-b = a-2 nagyobb, mint 68, hiszen a zorgok nem tudtak kiszamolni.
Innen azt is tudjuk, hogy a > 34.

a+ b = a+ 2 biztosan legfeljebb 68, hiszen a zorgok még ki tudtak szamolni. Az el6z6 egyenlStlenségbol
tudjuk azt is, hogy a + 2 > 36. Tehét tudjuk, hogy 36 < a + b < 68.

. a+ b-r6l tudjuk, hogy egy prim négyzete. 36 és 68 kozott egyetlen ilyen szam van: 49 =7 - 7.

a—+ 2 =49, tehat a = 47. Ez stimmel is, mivel a 47 valéban prim.

a =47 és b= 2, tehat a - b, azaz a két kedvenc szam szorzata 47 - 2 = 94.
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7. feladat

A Picur Edességgyar egyik kedvelt terméke a Barackocka. Ez gy késziil, hogy egy darab aszalt barackot kocka
formajira vagnak, majd minden lapjara kiilonbz6 bevono keriil. Igy mindegyik kockanak van egy fehércsokis,
egy tejcsokis, egy étesokis, egy keserii csokis, egy kakaos és egy kavés lapja. Egy gyéarlatogatas soran Gomboc
Artar zsebre vagott néhany Barackockat, hogy otthon megegye Sket. Sajnos ezek a kockak (teljes lapfeliilettel)
Osszeragadtak a zsebében. Mivel Artar nem birt varni, igy hazafele uton lenyalta a bevonot a zsebében 1évé
Osszeragadt test feliiletérsl. Legalabb hany Barackockat vagott zsebre Gomboc Artir, ha ugyanannyi tejcsokit
nyalt le, mint amennyi étcsokit, fehércsokit és kesert csokit Gsszesen?

Végeredmény
4

Megoldas

1. Egy kocka esetén a feladatban leirt csokoladéfogyasztas nem toérténhet meg, hiszen akkor egy lapnyi
tejcsokit, és Osszesen harom lapnyi ét-, fehér- és keserti csokoladét nyalt volna le.

2. Két kocka esetén az Osszeragadas kévetkeztében az Gsszes lap koziil 2 nem latszik. Ekkor a test feliiletén
a tejcsokis lapok szama legfeljebb 2, az ét-, fehér- és keserti csokolddés lapok szama Osszesen legalabb
2.3 — 2 = 4, hiszen az Osszes ilyen izt lap koziil legfeljebb 2 nem keriilt a felszinre. Igy a feladatban
leirt csokoladéfogyasztas két kocka esetén nem fordulhatott els, mert biztosan kevesebb tejcsokit nyalt
le, mint a masik harom izt Gsszesen.

3. Harom kocka kétféleképp ragadhat Gssze egy testté teljes lapfeliilet mentén, ahogy az abran lathato.
Mindkét esetben a kockak lapjai koziil 4 keriil a test belsejébe. Igy a test feliiletén a tejcsokis lapok
szama legfeljebb 3, az ét-, fehér- és keserti csokoladés lapok szama Osszesen legalabb 3 -3 —4 = 5, hiszen
az Osszes ilyen izt lap koziil legfeljebb 4 nem keriilt a felszinre. Igy a feladatban leirt eset harom kocka
esetén nem fordulhatott eld, mert biztosan kevesebb tejcsokit nyalt le, mint a masik hdrom izt Gsszesen.

4. A négy kockabol el6allo testek koziil az abran lathatéd olyan, hogy a kockdknak Osszesen 8 lapja keriil
a test belsejébe. Ekkor a test feliiletén a tejcsokis lapok szama legfeljebb 4, az ét-, fehér- és keserd
csokoladés lapok széma Osszesen legalabb 4 -3 — 8 = 4. Tehat ha az Gsszes tejcsokis lap a test felszinén
marad, és a test belsejébe keriil6 lapok mindegyike az ét-, fehér- és keserd csokoladésak koziil keriil ki,
akkor elGallhat a feladatban leirt csokoladéfogyasztés. Ez meg is torténhet, ugyanis minden kockanak
két szomszédos lapja keriil a test belsejébe, és az ét-, fehér- és keserti csokoladés lapok koziil barmilyen
elrendezés esetén van két szomszédos.
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8. feladat

Héanyféleképpen éllhat fel a medvevarosi kosarlabdacsapat 5 jatékosa, ha egy sorban &llnak, és nem allhat
senki két magasabb csapattars kozott? (Nincs két egyforma magassagu jatékos.)

Végeredmény

16

Megoldas

1. Legyen a legmagasabb jatékos Bence! A jatékosoknak a sor mindkét szélétdl a legmagasabb jatékosig
novekvs sorrendben kell felallniuk. (Ha a legmagasabb jatékos a sor valamelyik szélén all, akkor ez azt
jelenti, hogy az egész csapat novekvs sorban all.) Ha ugyanis nem novekvs sorban allnak, az azt jelenti,
hogy van olyan jatékos (legyen Laci), hogy kozte és Bence kozott all legalabb egy, mindkettsjiiknél
alacsonyabb jatékos. Ebben az esetben a Laci és Bence kozott allo jatékosok koziil a legalacsonyabb
biztosan alacsonyabb mindkét szomszédjanal.

2. Ez azt jelenti, hogy ha minden jatékosrél tudjuk, hogy Bencének a bal vagy a jobb oldalan all, akkor
egyértelmten tudjuk a sorrendet is (hiszen Bencéig névekvd sorrendben allnak).

3. Bencén kiviil négy jatékos van, 6k mind egymastol fliiggetleniil keriilhetnek Bence jobb, illetve bal ol-
daléra. Ez 2-2-2-2 = 16 kiilénb6z8 sorrendet jelent. Mivel igy minden j6 sorrendet pontosan egyszer
szamoltunk, ez a végeredmény.
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9. feladat

Gerzson autdjanak miiszerfalan taldlhato az abran lathato hat szamjegyt kijelzd, ami az aut6 altal megtett
kilométerek szamat mutatja, jelenleg éppen 2019-en all. Azonban egy gyartasi hiba miatt a kijelz6 egyik
szamjegy helyén sem tud 4-est mutatni, igy a szamlalé minden szamjegy helyén a 3 utdn rogtén az 5-Osre
ugrik. Hany kilométer utat tett meg valojaban az auto?

0/{0[2|0|1|9
Végeredmény
1475
Megoldas

1. Elscként fontos leszogezni, hogy az ugrasok miatt most tobbet mutat a szamlalo, mint amennyi a valos
érték, tehat egy 2019-nél kisebb szam a megoldéas.

2. A megoldasunk 2019-nél annyival kisebb, ahany olyan szam van 0 és 2019 k6z6tt, amelyben legalabb
egy 4-es szamjegy el6fordul. Szamoljuk meg ezeket helyiértékenként, magasabb helyiérték fell az ala-
csonyabb felé haladva!

3. Az ezresen nem értiink még el a 4-es szamjegyig, igy ott még nem fordult els a hiba.

4. A szazas helyiértéken kétszer (ezrenként egyszer) tortént olyan, hogy 3-rol 5-re ugrott a szamlalo, ennek
soran 2 - 100 = 200 szamot ugrottunk at.

5. A tizes helyiértéken 20-szor (ezrenként tizszer) ugrottuk at a 4-est, mindanyiszor 10 szamot kihagyva,
azonban ebben benne van az a 2 - 10 = 20 szam is, amit mar az el6z6 pontban idegytjtottiink: 440-t61
449-ig és 1440-t61 1449-ig. Ezt figyelembe véve, ebben a pontban 20-10 —2-10 = 180 szamot ugrottunk
at Gjonnan.

6. Az egyes helyiértéken 202-szer (ezrenként szazszor, tovabba 2000 felett még kétszer) kellett volna 4-
es szamjegynek allnia, melyeket a szamlalo hibaja miatt atugrott. Ebben a 202-ben benne van az a
2-10 = 20, melyet a 4. pontban méar idesoroltunk (404, 414, ..., 494, illetve 1404, 1414, ..., 1494),
valamint az a 18 szam is, melyeket az 5. pontban gydjtottiink Ossze (44, 144, 244, 344, 544, ..., 1344,
1544, ..., 1844, 1944), azaz ehhez a ponthoz 202 — 20 — 18 = 164 atugrott szam tartozik.

7. Osszeadva az el6z6 pontok eredményeit: 20041804164 = 544-et kapunk. Mivel pontrél pontra iigyeltiink

arra, hogy a tobb 4-es szamjeggyel rendelkezd szamokat ne szdmoljuk t6bbszor, igy utolagos korrekciora
nincs sziikség, az 544-et a 2019-bsl kivonva adodik a végeredmény, ami 2019 — 544 = 1475.
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10. feladat

A Matematikus Medveképzé Altalanos Iskola egy osztalyaban minden medvebocs jar haromféle szakkor va-
lamelyikére: 17-en méhészetre, 12-en medvetancra és 15-en kungfura. Azok szama, akik pontosan kétféle
szakkorre jarnak, éppen Otszorose azok szaménak, akik mindharom szakkoron részt vesznek. Az osztalyba
jaro fia medvebocsok egynegyede jegesmedve, a tobbiek barnamedvék. Hany {6s az osztéaly, ha tudjuk, hogy
a fit barnamedvék szdma megegyezik a lanyok szamanak felével?

Végeredmény
30

Megoldas

1. A feladatban megadtak, hogy hanyan jarnak egy-egy szakkorre. Ne hagyjuk figyelmen kiviil, hogy ezek-
ben a létszamokban azok is benne vannak, akik tobb szakkorre is jarnak! Ez azt jelenti, hogy a fenti
szdmok Osszege, 17 + 12 + 15 = 44 lehet, hogy t6bb, mint az osztaly létszama, hiszen lehetnek olyanok,
akiket tobbszor szamoltunk.

2. Az el6z6 pont Osszeadasaban kétszer szamoltuk azokat, akik pontosan két szakkorre jarnak, és haromszor
azokat, akik pontosan harom szakkorre jarnak (ezekrdl a csoportokrol azt tudjuk, hogy létszamaik aranya
5:1), az osztély létszama tehat agy adodik a 44-bél, hogy levonjuk az el6bbieket egyszer, az utobbiakat
kétszer.

3. Az el6bbi pont alapjan a haromszakkorosoket x-szel jelolve felirhatjuk az osztaly létszaméara az alabbi
kifejezést: 44 —5-x — 2 - x =7

4. A feladat utols6 két mondata szerint a jegesmedve fitk, a barnamedve fiak és a lanyok egymashoz
viszonyitott aranya rendre 1:3:6. Mivel a fiuk-lanyok létszama csak egész szam lehet, ez az arany azt
jelenti, hogy az osztaly létszama egy 10-re kerek szam.

5. Az 1. pontban adott egy fels6 korlat a feladat megoldésara, amely igy a 4. pontot is figyelembe véve 10,
20, 30 vagy 40 lehet.

6. Ha mind a négy lehetséges megoldast beleprobaljuk a 3. pont egyenletének jobb oldalara, azt tapasztal-
juk, hogy 10-re, 20-ra és 40-re x nem egész szamnak adodik (ami nem lehetséges, bocsokrol lévén szo),
30-ra azonban igen, igy a 30 a helyes megoldasunk.
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11.

feladat

Juliska felirt négy szamot a tablara. A kovetkezd sorba szintén felirt négy szamot, amelyeket az els§ szam-
négyesbdl tgy kapott, hogy minden lehetséges modon Gsszeadott harmat koziiliikk. Hasonlé modon kapta a
harmadik sort a masodikbol, majd a negyediket a harmadikbol. A negyedik sorba a kovetkezd szamok keriiltek:
78, 81, 82, 83. Mi volt az eredeti szamok koziil a legnagyobb?

Végeredmény

6

Megoldas

1.

Négy szam koziil harmat kivalasztani azt jelenti, hogy pontosan egyet hagyunk ki. Igy ha Juliska minden
lehetséges modon Osszead a négy szam kozilil harmat, mindegyik szam harom esetben tagja lesz az
Osszeadasnak, egyszer pedig kimarad.

. Vizsgaljuk el@szor csak a harmadik és a negyedik sort! Az el6bb végiggondoltak miatt a negyedik sorban

szerepld szamok Osszege haromszorosa a harmadik sorban szerepld szamok 0sszegének.
78 +81+82+83 =324

— A harmadik sorban szerepld négy szam Osszege 324/3 = 108.

A negyedik sor minden eleme pontosan harom, a harmadik sorban szerepls elem Osszege. Tehat ha
egy, a negyedik sorban szerepld szamot a harmadik sorban szerepld szamok Gsszegébdl kivonunk, akkor
megkapjuk a harmadik sor egy elemét (pontosan azt, amelyik nem szerepelt a negyedik sor megfelels
elemét elGallito szamharmasban).

Igy megkapjuk sorra a harmadik sor elemeit: 108 —83 = 25, 108 —82 = 26, 108 —81 = 27 és 108—78 = 30.

25126 | 27| 30

78 | 81 | 82 | 83

Hasonloan megkaphatjuk a harmadik sorbol a méasodikat: az osszeg 108/3 = 36, a tagok 36 — 30 = 6,
36—-27=9,36—26=10és 36 — 25 =11.

6 9 10| 11

25126 | 27| 30

78 | 81 | 82 | 83

. Végiil a masodikbol az elsét: az Osszeg 36/3 = 12, a tagok 12 —11 =1,12-10 =2, 12 -9 = 3 és

12 -6 =6.
1 2 3 6

9 | 10 | 11

25126 | 27| 30

78 | 81 | 82 | 83
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12.

feladat

A Széazholdas Pagony néhany lakoja Osszedllt egy csapatba és kincskeresésen vettek részt. Az erdében 99
mézescsuprot talaltak, melyek 1-t61 99-ig voltak megszamozva. Ezutan a mézescsuprokat a szimozasuk alapjan
sorrendbe allitottak, majd minden kincskeress belenyalt néhany egymas utan kévetkezd csuporba. Azt vették
észre, hogy minden csapattag olyan csuprokba kostolt bele, melyek sorszamainak 6sszege pontosan 100 volt, de
semelyik két tag nem vélasztotta pontosan ugyanazokat a csuprokat. Azt is megallapitottéak, hogy ha tobben
lettek volna, akkor ezt mar nem tudtak volna megtenni. Hanyan voltak a csapatban?

Végeredmény

2

Megoldas

1.

10.

11.

12.

13.

14.

Két csuporba nem nyalhatott bele senki ugy, hogy az Gsszeg 100 legyen, mivel a legkdzelebbi értékek,
amit két egymast kovets szam Osszege adhat a 49 + 50 = 99 és az 50 + 51 = 101. Ez két szomszédos

szammal kezd6d§ sorozat, igy koztes értéket két egymast kdvetd szambol all6 6sszeg biztosan nem vehet
fol.

. Hasonl6an, mivel 32-t6l 34-ig a szamok Osszege 99, 33-t0] 35-ig pedig mar 102, ezért nem lehet harom

szomszédos szam Osszege sem 100.

23-t6l 26-ig a szamok Osszege 98, és 24-t8l 27-g pedig méar 102, ezért nem lehet négy szomszédos szam
Osszege sem 100.

18-t61 22-ig a szamok Osszege éppen 100-zal egyenls, tehat 6t csuporba belenyalhatott valamelyik csa-
pattag.

. 14-t8l 19-ig a szamok Gsszege 99, 15-t6l 20-ig mar 105, ezért nem lehet hat szomszédos szam Osszege

100.

11-t6] 17-ig a szdmok Osszege 98, 12-t6l 18-ig mar 105, emiatt nem lehet hét szomszédos szam Osszege
100.

9-t6l 16-ig a szdmok Osszege éppen 100-zal egyenls, tehat nyolc csuporba belenyalhatott valamelyik
versenyzo.

7-t61 15-ig a szamok Osszege 99, 8-t61 16-ig mar 108, tehat kilenc egyméast kdvets szam Gsszege sem lehet
100.

5-t6] 14-ig a szamok Gsszege 95, 6-t6l 15-ig mar 105, tehat tiz egymast kévetd szam Osszege sem lehet
100.

4-t6l 14-ig a szamok Osszege 99, 5-t6l 15-ig mar 110, ezért nem lehet tizenegy egymast kovets szam
Osszege sem 100.

2-t6l 13-ig a szamok Osszege 90, 3-t6l 14-ig méar 102, ezért nem lehet tizenkét egymast kovetd szam
Osszege sem 100.

1-t6l 13-ig a szdmok Osszege 91, 2-t6l 14-ig méar 104, tehat nem lehet tizenharom egymast kévets szam
Osszege sem 100.

1-t61 14-ig a szamok 0Osszege 105, tehat tizennégy, vagy annal tobb egymast kovets pozitiv egész szam
Osszege mindig nagyobb, mint 100.

Ezek szerint a csapatnak legfeljebb 2 tagja lehetett, és 6k 5, illetve 8 csuporba nyaltak bele.
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13. feladat

Az Operencias-tengeren fekvs Vadkorte-szigetre érkezd telepesek a szigetet harom egyenes vonallal hét régiora
osztottak fel. Ezutan a véalasztott korméanyzojuk elrendelte, hogy minden régié alapitson legalabb egy, de
legfeljebb hét varost ugy, hogy semelyik két régioban ne legyen azonos a véarosok szama. A telepesek azt
szeretnék, hogy mindharom egyenesre igaz legyen, hogy a két oldalan ugyanannyi varos van. Mik a lehetséges
értékei a tengerrel nem érintkezé régioban alapitott varosok szamanak, ha mind a korményzo6, mind a telepesek
kivansaga teljesiil?

Végeredmény

1,2¢s4

Megoldas

1. A hét régioba 1-t6l 7-ig kell elhelyezniink a szamokat, tehat Osszesen 1 +2+34+44+5+6+7 = 28
varosunk lesz.

2. Tekintsiik az egyik egyenes vonalat: 4 régi6 lesz az egyik oldalan, 3 a mésikon. A 28 varosbdl igy 14-nek
kell a 4 régidba és 14-nek kell a 3 régioba kertilnie.

3. Probaljuk meg szisztéma szerint, hogy melyik 4 szdm 0sszegeként johet ki a 14. 14 2 + 3 kombinéciéhoz
8 lenne a negyedik szam, ez nem jo. 1 + 2+ 4+ 7 j6 kombinacio. Igy szisztematikusan megnézve kidertiil,
hogy a kdvetkez6 kombinaciok jok:

(a) 1+2+4+7
(b) 1+2+5+6
() 14+3+4+6
(d) 243+4+5

4. Harom egyenes vonalunk van, és mindegyiknek az egyik oldalan 4 régi6 van, amibe a fenti varosszamokat
kell elhelyezniink. Ez azt jelenti, hogy a fenti négy kombinaciobol egyszerre haromra mindig sziikségiink
van. Mivel mindig egyet hagyunk ki, igy erre négy lehetdségiink van.

5. A ko6zépss régio mindegyik egyenesnek arra az oldalara esik, ahol a 4 régié van. Ezért ennek a régionak
a varosszama mindegyik kombinacioban benne kell legyen, és ez lesz a kdzéps6 régidban.

6. Ha az els§ kombinaciét hagyjuk ki, akkor nincs olyan szdm, ami mindharom kombinéciéban benne van,
igy ez nem jo megoldas. Ha a méasodik kombinaciot hagyjuk ki, akkor a kdzépss régioba 4 varos keriil,
ha a harmadik kombinéciot, akkor 2, ha az utolsot, akkor 1.

7. Rajzoljunk abrakat a fenti feltételek alapjan:

N
(o) G
5

8. Mivel mindharom értékhez van jo elrendezés, mindegyik megoldas is egyben.

14



Medve donté 2019 — Medvebocs kategoria (5. és 6. osztaly) — Feladatok részletes megoldéssal

14. feladat

A svabbogarak borténében 7 svabbogar sorakozott fel az ebédosztashoz, azonositoszamuk szerint névekvs
sorrendben. A konyhahoz vezetd folyoso fala fehérre van meszelve, a padlojat pedig pontosan 2 x 7 csempe
boritja, a borténtoltelékek a jobb oldali csempesoron allnak. Egy csempén (biztonségi okok miatt) csak egy
svabbogéar allhat. Azonban rossz sorrendben alltak fel, pont forditva kellett volna, az azonositészam szerint
csOkkend sorrendben. A fegy6r rajuk parancsol, hogy kezdjék meg az atrendezédést, a biztonsagi szabalyok
betartasaval. Minden masodpercben, a fegy6r sipszavéra egy bogéar atmehet egy szomszédos csempére (olyanra,
melynek kozos oldala van az eredeti csempével), azonban egy csempén tovabbra is csak egy bogar tartozkodhat.
Az ételosztas akkor kezdédhet meg, ha mindannyian a jobb oldalon, a helyes sorrendben &allnak. Legkevesebb
hany masodperc mulva keriilhet erre sor?

Végeredmény
36

Megoldas
1. El6szor alsé korlatot adunk a 1épések szdmara, majd mutatunk olyan konstrukciot, melyre ez megvalésul.

2. El6szor is mindenkinek legalabb annyit kell 1épnie, mint amilyen messze van a céljatol kezdetben. A
sor legelején 4llo, 1-es azonosit6ju bogarnak lagalabb hat 1épést kell tennie, a 2-esnek négyet, a 3-asnak
kettdt, a 4-esnek nullat (hiszen 6 mar jo helyen van), az 5-6snek ismét kett&t, a 6-osnak 4-et és a 7-esnek
hatot. Ez Gsszesen 6 +4+ 2+ 0+ 2+ 4+ 6 = 24 1épés.

Legaldbb 6 bogarnak a masik sorba is at kell 1épnie valamikor, hiszen ha lenne 2, akik sosem lépnek at,
akkor 6k nem tudnék megkeriilni egymast, méarpedig barmely kettének helyet kell cserélnie. Node aki
atlép egyszer, annak vissza is kell 1épnie valamikor, ez Gsszesen tehat legalabb 2 - 6 = 12 1épés.

Tehat biztosan sziikség van legalabb 24 + 12 = 36 lépésre.

3. Kezdetben a bogarak igy helyezkednek el a folyoson:

bal oldal
jobb oldal | 1 2 3 4 5 6 7

Innen 6 1épéssel elérhets a kovetkezs helyzet:

bal oldal 2 3 4 5 6 7
jobb oldal 1

Még 6 lépés aran:

bal oldal 2 3 4 5 6 7
jobb oldal 1
Innen 5 1épéssel:
bal oldal 3 4 5 6
jobb oldal 2 1
Tovabbi 3 lépéssel:
bal oldal 4 5 6 7
jobb oldal 3 2 1

Hasonléan tovabb. A 4-esnek, aki a kozépsd, csak 1-et kell lépnie, a 5-Gsnek mar 3-at, a 6-osnak 5-Gt.

bal oldal
jobb oldal 6 5 4 3 2 1
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Végiil a 7T-esnek 7-et:

bal oldal
jobb oldal 7 6 5 4 3 2 1

4. Ez 6sszesen 6 +6+5+3+ 1+ 3+ 5+ 7 = 36 1épés, igy legalabb 36 masodperc kell, ennyi elég is.

16



Medve donté 2019 — Medvebocs kategoria (5. és 6. osztaly) — Feladatok részletes megoldéssal

15. feladat

A Sokszogletd Kerekerd§ névényzete olyan siirtin né, hogy azon lehetetlen atlatni. Az erd§ kézepén azonban
ott fekszik az Ezersarka Tisztas, mely nevéhez hiien 1000 csiicsi sokszog alaku, itt viszont semmi sem zavarja
a latasi viszonyokat. Az erds lakéi meghirdették a Szazadszaz Orszagra Szoloé Bujocskaversenyt, melyet az
Ezersarku Tisztason rendeztek. Legfeljebb hanyan vehettek ezen részt, ha kezdetben semelyik két bujocskazo
nem latta egymast?

Végeredmény
998

Megoldas

1. Az alabbi abran lathato, hogyan tud egy 6 csicsi sokszog alaku tisztason 4 versenyzé elhelyezkedni ugy,
hogy semelyik ketts ne lassa egymast:

2. Ehhez hasonlé elrendezést 1000 cstcsti sokszoggel is meg lehet valositani: pl a sokszdg 999 csiicsa egy
szabalyos 1996-sz6g szomszédos csticsaira esik (ekkor az 1. és a 999. cstcs épp atellenes lesz, azaz egy, az
1996-sz0g kozéppontjan athalado atlo két végpontjara illeszkedik). Az 1000. csicsot kellGen tavol felvéve
egy alkalmas sokszoget kapunk.

3. Bar intuitiven nagyon egyértelmiinek érzdédik, egyaltalan nem koénnyd annak indoklésa, hogy 998-nal
tObb versenyz6 nem bujhat el a réten. A bizonyitashoz fel fogjuk hasznalni, az alabbi allitast:

(%) Béarmely n csucst sokszog felbonthato n — 2 darab haromszogre.

A (x) allitasbol kovetkezik, hogy az 1000 csicsa sokszog esetén igaz, hogy az felbonthato 998 darab
haromszogre. Egy haromszogon beliil legfeljebb egy versenyzd lehet (minden haromszog konvex), tehat
998-nal t6bb versenyz6 semmiképp nem bujhat el a réten.

(Természetesen abbdl, hogy két versenyzd nem azonos haromszogben van, még nem kévetkezik, hogy ne
latnak egymast.)

4. A (%) allitast az alabbi modon bizonyitjuk be: keresiink egy &tlot, ami teljes egészében a sokszogben
halad, és ennek segitségével két kisebb oldalszdmu sokszgre bontjuk fel az eredeti sikidomokat. Utana
mindketts sokszogre megismételjiik ezt a lépést, és igy tovabb, amig a haromnal nagyobb oldalszamu
sokszogek ,.el nem fogynak”.

5. A (x) allitas bizonyitasahoz sziikséges atlot — ami teljes egészében a sokszogon beliil halad — az alabbi
modon kereshetjiik meg. Konvex és konkav sokszog esetén is igaz, hogy biztosan van olyan cstcsa, ahol
180°-nal kisebb bels§ szoge van, hivjuk ezt a cstcsot B-nek, a vele szomszédos csticsokat A-nak és C-nek.

e Ha az AC szakasz teljes egészében a sokszog belsejében halad (konvex sokszog esetében ez biztosan
igy lesz), akkor az AC szakasz mentén két sokszogre bontottuk az eredeti sikidomunkat: egy harom-
szogre és egy eggyel kisebb oldalszamu sokszogre. Konkav sokszog esetében azonban el6fordulhat,
hogy az AC szakasz nem a sokszogon beliill halad, ahogyan azt az alabbi abra mutatja.

—
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e Ha az AC szakasznak van a sokszogon kiviil halado része, akkor az ABC' haromsz6gon beliil biztosan
van legalabb egy csiicsa a sokszognek. Keressiik meg a sokszog ABC haromszogbe esG csticsai
koziil azt, amelyik a legtavolabb van az AC szakasztol, és jeloljiik ezt P-vel (ha tobb cstcs is van
ugyanolyan tavolsagra, akkor valasszunk ki koziiliik az AB oldalhoz legkozelebbit). A BP szakaszt
biztosan nem metszi el a sokszog egyik oldala sem, mivel egy 6t metsz6 szakasz egyik végpontja az
ABC haromszogon beliil lenne, de a P pontnal tavolabb az AC szakasztol. A BP atlo tehét teljes
egészében a sokszogon beliil halad, igy ennek segitségével fel tudjuk bontani két kisebb oldalszamu
sokszogre.

Megjegyzés

Ez a feladat tipikus példaja annak, hogy lehet egy megoldas egyszerre nagyon egyszeri, ugyanakkor nagyon
nehéz. Egyszerid, mert nem bonyolult a kulcsgondolat, miszerint a sokszog csicsai egy kivétellel egy homort
ivre illeszkednek, plusz van még egy cstcs kellGen tévol, konnyen megérthets, egybdl latszik rola, hogy igy
valéban el lehet helyezni 998 versenyz&t. Masrészt viszont nehéz, mivel nehéz rajonni, kell hozza valami 6tlet.
(Itt most csak a megoldas els§ felére gondolunk, annak bizonyitésa, hogy ennél tobb viszont tényleg nem lehet,
mar valoban nem mondhat6 egyszertinek.)

Az Gtlet nehézségét érzésiink szerint az adja, hogy amikor az ember megprobal maga elég képzelni egy sokszo-
get, még ha egy nagyon furcsa sokszoget is, akkor ez az elrendezés nem jut az eszébe. Ami segithet, ha nem
egybdl az egész sokszoget akarjuk felrajzolni, hanem csak mondjuk néhany oldalat. Hogyan lehet, hogy két
versenyzs nem latja egymaést, ha minél kevesebb csicsot szeretnénk ,elhasznalni”’? Hogyan tudunk ehhez a két
versenyz6hoz egy harmadikat hozzavenni gy, hogy tovabbra is minél jobban takarékoskodjunk a cstuicsokkal?

) 4

Szilirkével az erdd, azaz a sokszdgon kiviili rész van jeldlve.

Ezek utan kialakulhat egy elképzelés arrol, hogy nagyjabol hogyan kellene kinéznie a sokszognek, végiil ebbdl
ra lehet jonni, hogyan lehet ezt valoban minél kevesebb cstcsot elhasznalva megvalositani.

V) s
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Végeredmények
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